COMPLESSITA DEGLI ALGORITMI

La notfazione asintotica fa parfe dello studio di funzione; si applicano alle

funzioni il cui dominio & |*insieme dei numeri naturali. Il loro scopo & classificare
le funzioni in base al loro comporfamento per grandi valori di n e forniscono un
limite superiore e/o inferiore della funzione (la limitazione avviene per confronto

con altre funzioni).

O—Grande
E |'insieme delle funzioni limitate superiormente da q(n).
f(n) € 0(g(n)) o esistono due costanti positive ¢ ed n, tali che per ogni

nyn, si verifica 0 ¢ f(n) ¢ c*¥f(n)

- ‘ —g(n)

1y

0(g(n)) = @ se g(n) & una funzione asintoticamente negativa, Le costanti c e

n, dipendono dalla particolare f(n). Vale la proprieta riflessiva g(n) e 0(g(n)).



Esemp!:

dimostriamo che % n*>—3n € O(n?)

— dobbiamo trovare ¢ ed n,, tali che

Vn=>n, 0<f(n)<c-gn)

1
0 STHZ—SH <c-n*

— dividiamo per n?
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0S2_n
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— proviamo a fissare ¢ = T
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1 .
> - <=5~ ¢soddisfatta per n>0
3
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0 < % . ¢ soddisfatta per n>6

n

dimostriamo che n* ¢ O(n?)
— dovremmo trovare ¢ ed n, tali che
Vnzn, 0<fin)<c-gn)
0 <nm<c-n?

— dividiamo per n?

0<n<c

— assurdo

* quale che sia c esiste sempre un valore di n per cui n > ¢

dimostriamo, viceversa che n*> € O(n?)
— dobbiamo trovare ¢ ed n, tali che
Vnzn, 0<f(n)<c- g(n)

0 <n2<c-nd

— dividiamo per n?

0<1<cn

— che ¢ soddisfatta, per esempio, perc=1edn>1



Non & sempre vero che f(n) e 0(g(n)) oppure g(n) e 0(f(n)) (funzion

incommensurabili),

due funzioni incommensurabili
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Proprieta 0(g(n))

Proprieta transitiva: f(n)eo(h(n)) e h(n)eo(g(n)) allora: f(n)eo(g(n)).

regola dei fattori costanti positivi: f(n)edeh(n), h(n)eo(g(n)) e dro allora:

t(n)eo(g(n)).

kegola della somma: t(n) = h(n) + k(n)

f(n)eol(g(n)).

con hin) e k(n)eo(g(n)) allora:

regola della somma

* per ipotesi
Jc¢'>0,3n’,>0,tc. Vnzn', 0< h(n) <c'- g(n)
Jc¢">0,3n",>0,tc. Vn2zn"y, 0<k(n) < c"- g(n)
+ sommando le due disequazioni si ottiene
0<h(n)+kn)<c' gn)+c"-gn)

proprieta transitiva

e dimostriamo che: h(n) e O(g(n)) + dimostriamo che: f(n) € O(h(n))
A = h(n)+ k(n) € O(g(n)) A = f(n)€0(g(n))
k(n) € Og(n)) h(n) € O(g(n))

* per ipotesi
c¢'>0,3n';>0,tc. Vrzn'y, 0 fin) <" hn)
Je">0,3n",>0,tc. Vazn", 0<h(n)<c"- g(n)
« componendo le due
0<fim)y<c'c" g(n)

* sed >0 ¢ una costante
fln) € O(g(n)) <
« infatti, per ipotesi si ha:
de>0,3n,> 0, te. Va2 ny, 0 < fin) <c - g(n)
* definisco

d - fln) € O(g(n))

¢’=c-d (c’>0datoched=>0)
* sostituendo ¢ = ¢’/d ottengo
e’ >0,3n,>0,tc. VR2n,, 0< fin) <c’/d - g(n)
+ finalmente moltiplicando per d
Jc’>0,3n,>0,tc. Vn2ny, 0<d - fin)<c” - gln)

e dacui * ¢ dunque
Fc¢">0,3n",>0,tc. Vn2n"y, 0 < h(n) + k(n) < ' - g(n) 3c">0, 3”:0 Z 9: t‘ff:‘ Vnzn '"5:':' 0 <fln) Src"'”- g(n)
conc™”=c"+¢" econ nm{) :max(n'”’” ”“) conc =c-c ccon n :maX(I’J 0 ”)
regola dei fattori costanti positivi €Sercizio

¢ dimostriamo che

6n*—3n3 + 20+ 5n+6 € O(n?
fattori costanti positivi

0(*) —O(n3) + O(2) + O(n) + O(1)

appartenenze note H—/
proprieta transitiva
O(n* + O(n*) + O(n*) + O(n*)
- Ny AN - J
regola della somma
O(n*) + 0%
regola della somma h ~ -

O(n)




Q-grande

E |'insieme delle funzioni limitate inferiormente da g(n).
f(n) e @(g(n)) o esistono due costanti positive ¢ ed n, tali che per ogni

nyn, si verifica o < c*g(n) < f(n)

DL funzioni limitate inferiormente da g(n)

T 2n)

La cosfante ¢ non & necessariamente un intero ed & spesso un numero minore di
1; anche per Q per esistono funzioni incommensurabili e vale la proprieta

riflessiva, Sarebbe stafo analogo scrivere o < g(n) < c¥ f(n).

Proprieta 2(q(n))

Proprieta transitiva: £(n)e@ (h(n)) e hin)e@ (g(n)) allora: f(n)e@ (gln)).
Regola dei tattori costanti positivi: f(n)edeh(n), h(n)e@ (g(n)) e dro allora:
f(n)ea (gn)).

regola della somma: £(n) = h(n) + k(n) con h(n) e k(n)e(g(n)) allora:
t(n)ea (gn)).



O-grande

E |'insieme delle funzioni limitate sia inferiormente che superiormente da g(n).
f(n) e ©(g(n)) o esistono tre costanti positive c1, c2 ed n, tali che per

ogni nyn, si verifica 0 < c1¥g(n) < f(n) < cz*g(n)

notazione ©® funzioni € ®(g(n))

Sl Oe(n)
0
et e ¢, -g(n) o
=
/ i
é N
n,

f(n) €O(g(n))
f(n)e @(g(n)) gy A
f(n)eQ(g(n))

Si rvicava

Vale sempre la proprieta viflessiva g(n)e®(g(n)). Valgono tutte le proprieta
precedenti, Si pud dimostrare che f(n)e®(g(n)) o g(n)ed(f(n)).

Se p1(n) e pz2(n) sono polinomi di grado g1 e gz.

gerarchia delle funzioni - se g1=g2 allora p1(n)ed@(p2(n)) e
O2" » le funzioni nella classe ©(g(n)) viceversa;
* sono O(f(n)) per tutte le f(n) - :
@(n3) Z;;grtcncétigﬁéclassic l se 4t < 47 allora P’|(V\)E®(P’2.(V\)),
S iori a O(g(r
O(n?) TR (&) ‘ - se g1 > g2 allora pi(n)re®(p2(n));
O(n log n) * S0N0 Q(f(n)_) per tutte !cf(n)
appartenenti alle classi
O(n) inferiori a ©(g(n)) - se a > 1 allora pi(n)eo(pz());
O(log n)
a(1) - se a > 1 allora a"re®(p1(n)).

Se f(n) & una funzione costante allora f(n)e®(1). La somma fra un valore (per
esempio 3n) e ©(n) da come risulfato la somma tra il valore e qualsiasi elemento

della classe ®(n).



